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Chapter7 功和機械能 

§7-1 定力所作的功W 

△ 見圖7-1所示，定力所做的功W定義為在位移方向的力分量與位

移的乘積，即 SFSFW
vv

⋅=≡ )cos( θ ，其中θ表力方向與位移方向之夾

角。因為 θcosFSW =  0cos >∴ θ 時，W為正，反之為負。 

 

△ 見圖7-2(a)所示，當力與位移平行，則 FdW =⇒= o0θ 。 

△ 見圖7-2(b)所示，當力與位移垂直，則 090 =⇒= Woθ 。 

 

△ 由功之定義知，功之SI單位為 JmN =⋅ 。 

△ 例題7-1。 
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§7-2 變力所作的功 

△ 見圖7-4所示。 

由定力所作的功之定義知
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設一質點受一力 F(x)之作用，而沿 X軸方向運動，則 ixFF ii

vv
)(= ，

iXS ii

vv
∆=∆ ， 1cos =iθ ，見圖 7-5所示。 

則 dxxFXxFW
B

Ai
i

ixAB
i

∫∑ =∆=
→∆

)()(lim
0

，因此可知在 )(xF 對 x函數關係圖

中，其面積乃代表力 )(xF 所作的功，見圖 7-5。同理對於三度空間而

言，力 F
v
所作的功
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§常見的力所作的功 

△ 彈力 KXF −= 所作的功:見圖 7-7所示， 
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△ 重力gmv
所作的功﹔ 
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見圖 7-8所示，表一重力(定力) gmv
對一質量 m之質點作用，且從

A沿著任一路徑至 B點。 

∑∑ −∆−=∆=∴
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θo (見圖 7-8(a)之圓) 
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或利用積分法求 )()( kdzjdyidxjmgW
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在以上推導中，我們假設 A→B路徑其 g為定值 

△ 萬有引力
∧

−= r
r

GMmF vv
2 所作的功: 

設有一質點 m，在M所建立的重力場中，由 A點移動至 B點，見

圖 7-9所示， 
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設 EA Rr = (地表面)， hRr EB +=  
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△例 7-2 



 6

 

§7-4 功-能定理(Work-energy theorem) 

△ 若作用在某一物體的力很複雜時;則想利用牛頓第二定律來求得，

該物體在某一位置的速度是相當困難的。因此我們可以改採用功-

能定理來解決這一類的問題。 

△ 什麼是功-定理﹔ 

即外力和對一質點所作的功等於該質點之動能變化量。 

△ 功-能定理之證明﹔ 
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設動能 2

2
1 mVT ≡  

TTTW ABAB ∆=−=⇒  
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△ 例題7-4,7-5,7-6,7-7 
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§7-5 保守力和位能(Conservative forces and potential energy) 

△ 保守力之定義: 

若有一力作用於一物體上，並使此物體 

由某一位置移動至另一位置，若此力對 

該物體所作的功與物體之運動路徑無關 

，而僅與物體之初位置 iy 和末位置 fy 有 

關，則此力稱為保守力。換句話說，若 ∫ =⋅ 0SdF
vv
，則 F

v
為保守力。

( ∫ ⋅ SdF
vv
表力沿著一封閉路徑積分)。 

例如:彈力 XKF
vv

−= ，其所作的功 22

2
1

2
1

fiS KXKXW −= (公式 7-8)，僅與

初，末有關，故彈力為一保守力。 

例如:地球之重力 gmFg
vv

= ，其所作的功 )( fig yymgW −= (公式 7-9)，

故重力亦為一保守力。 

例如:萬有引力
∧

−= r
r

GMmF vv
2 ，其所作的功

if r
GMm

r
GMmW −= (公式

7-10)，故萬有引力為一保守力。 

例如:摩擦力 KF
v
所作的功與運動路徑有關，故摩擦力並非保守力。 

 

△ 位能之定義: 

(Ⅰ)由公式 7-8知 22

2
1

2
1

fiS KXKXW
IF

−= ，若定義彈力位能 2

2
1 KXU s = ，則

sssS UUUW
fiif

∆−=−= 。 

(Ⅱ)由公式 7-9知 )( figif yymgW −= ，若定義地表面上之重力位能為 0，

m 

運動路徑 

fy  

iy
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即在高 h處之 mghU g = ，則 UUUmghmghW ghgifigif ∆−=−=−=  

(Ⅲ)由公式 7-10知
if

if r
GMm

r
GMmW −= ，若定義無窮遠處之位能為 0，即

∞→fr 時 0=fU ，則某一處之位能
r

GMmU −= ，故

UUUW fiif ∆−=−= ，故綜合(Ⅰ)(Ⅱ)(Ⅲ)知保守力所作之功

UWc ∆−= 。 

 

§7-6 保守力與位能之關係: 

△ 由上節知 UWC ∆−=  

∴對於一維而言 UdxXFW f

i

x

xC ∆−== ∫ )(  

∫−=∆∴ f

i

x

x
dxxFU )(  

若選擇 iX 為參考點，且 0=iX 時 0=iU  

∫−=⇒
x

dxxFxU
0

)()(  

 

§7-7 機械能守能(Conservation of machanical energy) 

△ 由7-4節知 ifif TTW −=   (在保守力及非保守力情形) 

由 7-5節知 fiif UUW −=   (在保守力情形下) 

故可知 fiif UUTT −=−   (在保守力情形下) 

      ffii UTUT +=+⇒  

若定義機械能 UTE +=  

fi EE =⇒ 此式稱為機械能守恆(在保守力情形下)。 
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△ 由上面推導可知，在保守力作用下，機械能守恆，即 =E 定值。 
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即若 XF 為保守力，則
dx
dUFX −=  

對於三維情形
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§7-8 機械能守值定律的應用 

△ 到目前為止，我們所介紹過的動能僅有移動動能 2

2
1 mVT = ;所介紹

過的位能有兩種;一為重力位能 mgh或
r

GMm
− ，另一為彈力性能

2

2
1 KX 。故我們由機械能守值 fi EE = 知 

ffii UTUT +=+  

2222

2
1

2
1

2
1

2
1

fffiii KXmghmVKxmghmV ++=++⇒  

△ 例題7-9，7-10，7-12。 
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§有非保守力存在時之機械能 

△ 由7-4功能定理知 ifnCC TTWW −=+  

由 7-5知 fiC UUW −=  

)()(

)(

iiffnc

fiifnc

UTUTW

UUTTW

+−+=⇒

−−−=⇒
 

     if EE −= (E表機械能) 
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ffiinc UTUTW +=++⇒ (此式稱為廣義之能量守恆) 

2222

2
1

2
1

2
1

2
1

fffiiinc KXmghmVKXmghmVW ++=+++⇒  

△ 例題7-13 

 

§7-10 功率(power) 

△ 若有一外力作用於一物體，且在t∆ 時間內對此物體做功W，則定義

平均功率
t

WP
∆
∆

≡ 。當 0→∆t 時，平均功率之極限值稱為瞬時功率

(instantaneous power)P，簡稱功率。故功率
dt

dW
t

WP
t

=
∆
∆

≡
→∆ 0

lim ，又因

為 SdFdW
vv

⋅= ，
dt

SdFd
dt

dWP )(
vv

⋅
==∴ ，當 =F

v
常數， VF

dt
SdFP

vv
v

v
⋅=⋅=⇒  

△ 功率之SI單位為 J/S或稱為Watt，但此單位太小，所以我們常用

馬力(horse power)來作為功率之單位。 Wslbfthp 746/5501 =⋅= 。 

△ 1仟瓦一小時(1kwh)=10 1106.3106.33600 663 =×=×=× Jwssw 度(家庭

用電常用之單位)。故可知仟瓦一小時為能量之單位，而非功率之

單位。 

 
 
 

§7-11(補充) 
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△ 右圖為一”物體--彈簧”系統的位能圖。 

由圖中可知當 0〉x 時， 0〈−=
dx
dUFx ，當 

0〈x 時， 0〉−=
dx
dUFx ，故可知力永遠與 

位移方向相反。即質量 m之物體不管 

向左或向右移動，物體皆會受到一向 

 

x=0方向的力之作用，而 x=0乃位能為 

極小值之位置。綜合以上討論可知，若 

U(x)有極小值，則 U(x)極小值處所對應 

的位置即為穩定平衡的位置。 

△ 右圖為U(x)對 x的關係圖，由圖中可知， 

當 0〉x 時， 0〉−=
dx
dUFX ，且當 0〈x 時， 

0〈−=
dx
dUFX ，故可知力永遠與位移方向相 

同。即物體不管向右或向左運動，該物體 

皆會遠離 x=0之位置。由以上討論可知， 

若 U(x)有極大值，則 U(x)為極大值處所對 

應的位置即是不穩定平衡之位置。 

△ 若U(x)與 x無關，即 U(x)=constant時，則 0=−=
dx
dUFX ，此乃表示

x不管何值，其物體所受的力皆為零。所以在 U(x)=constant處，其

所對應的位置皆為隨遇平衡(neutral equilibrium)位置。 

m 

X=0 mX

sU  

X=0 
-X m  X m  

X 

0 
X 

U(x) 
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△ 綜合以上討論我們可找出下圖位能對x的關係圖中，那些位置為穩

定平衡位置，不穩定平衡位置，和隨遇平衡位置? 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      a為隨遇平衡位置 

      c為穩定平衡位置 

      e為不穩定平衡位置 

a 

b 
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c 

f 

X 

U(x) 


